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Modelo de Risco Individual
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N =Numero de sinistros na carteira em | ano. Se I;iid.

N
Scol = Z X;
=1



Modelos de risco Coletivo- Distribuigéo Binomial para N

» N é o numero total de sucessos obtidos, na realizacdo de n
ensaios (tentativas) de Bernoulli independentes.

N~B(n,q)
P(N =k) = (Z) q“(1 - Q)n_k1{0,1 ..... ny (k)

E(N) =ngq; var(N)=nq(1—-q);  My@® =1 -q+qe)"

E(N) > var(N)



Quando /N tem distribuicado de Binomial, no intervalo fixo de 1
ano.

E(Scor) = E(N)E(X) = nqE(X)

var(Seo1) = E(X)?nqg(1 — q) + (nq)var(X) = nq[E(X?) — E(X)?q]

Mg () =[1-q+qM®OI"

Pscar(8) = Zn: p*(s) (Z) q (1 — k)" *
k=0



Exemplo I: Suponha uma carteira de seguros (anual) composta por 3
apolices de seguros independentes e identicamente distribuidas, tal
que:

X; R$0,00 R$1000,00 R$2000,00 R$3000,00
P(X;) 0,6 0,02 0,06 0,32

Calcule a probabilidade que ocorram 2 sinistros nessa carteira,
usando o modelo de probabilidade binomial.



Exemplo I:

X; P(X; = x) I P(I; = i;)
R$0,00 0,6 0,6
R$1000,00 0,02 0,4
R$2000,00 0,06
R$3000,00 0,32

3
P(N=2)= <2> 0,4%0,6372 =~ (0,288




Modelos de risco Coletivo- Distribuigéio Binomial Negativa para N

» Distribuicao de Pascal

» As distribuicoes do tempo de espera é relacionada a uma classe de
problemas associados com a quantidade de tempo que leva para a
ocorréncia de um evento especifico de interesse.

» A variavel aleatoria N é definida como sendo igual ao ntimero de
fracassos (k) requeridos para que ocorra o 1 sSucessos,

» Nota-se que ocorrem k fracassos e r — 1 sucessos antes do 7 —
ésimo sucesso.

» Representa o numero de falhas que podem ocorrer numa sequéncia de
ensaios de Bernoulli antes um niimero de sucessos alvo for atingido.



Modelos de risco Coletivo- Distribuigéio Binomial Negativa para N

N~BN(r, q) é dita variavel aleatoria discreta de tempo de espera.

P(N=k)=(k+;;_1)qr(1—CI)k

k =0,1,2,3 ... representa o nimero de falhas até a ocorréncia do r — ésimo
sucesso, ¥ > 0e 0 < g <1,

1- 1— r
E(N) = a q D var(N) = T(qZQ) My(t) = [1—(1Ciq)et]

var(N) > E(N)



Quando /V tem distribuicao binomial negativa, dizemos que S.,; tem
distribuicdo binomial negativa composta, sendo:

E(Seo) = E(N)E(X) = T(lq_ D poxy

(—q)

var(Szo;) = E(X)?var(N) + E(N)var(X) = E(X)? r(lq_zq) ] + E(X?) [

q
1—(1—q)Mx(t)

Mg (t) = [

P, (s) = z p**(s) (k T ,7; B 1) q"(1—q)k
k=0



EXEMPLO 2: Considere uma carteira de seguros na qual o niimero de
sinistros é modelado pela distribuicdo Binomial Negativa, com
probabilidade de ocorréncia igual a 0,02 e ntmero esperado de
sinistros igual a 500. Considere também que os sinistros individuais
tenham distribuicao exponencial com parametro a¢ = 0,01. Calcule a
esperanca e a variancia desta carteira.

1 —
E(Sor) = - D p(x)

r(1-q)? +E(X?) r(1-q)

var(Seo1) = E(X)? > .




E(S¢o1) = 500 = 50000

0,01

var(Sco) = EX)? ac _ZCI)Z + E(Xz)r(1 2 ( 12) = <1 q q) T ( 22) r(1-q)
q q a q q a q

var(S.,;) = 10000 X 24500 + < ) 500 = 255000000

0,012



Modelos de risco Coletivo- Distribuicdo Poisson para N

» ...expressa a probabilidade de uma série de eventos ocorrer num
certo perfodo de tempo (espacgo, regido...) se estes eventos ocorrem
independentemente de quando ocorreu o ultimo evento.

» ...surge como um modelo adequado para descricdo de frequéncia
de eventos de baixa probabilidade de ocorréncia, porém sujeitos a
um grande niimero de experimentos.



Modelos de risco Coletivo- Distribuigéo Poisson para N

Ake=4
P(N — k) — Il 1{0,1,...}(k)

N expressa a ocorréncia de um dado ntimero de eventos.

A (intensidade da distribuicdo Poisson), é um parametro que indica
a taxa de ocorréncia desses eventos.

E(N)=1 wvar(N) =2 My (t) = eHe'=1)

E(N) = var(N)



Quando N tem distribuicao de Poisson, dizemos
que S.,; tem distribuicdo de Poisson composta,
em que A > 0, no intervalo fixo de 1 ano.

E(Sco1) = E(N)E(X) = AE(X)
var(Sezo;) = E(X)?var(N) + E(N)var(X) = AE(X?)

M () = e AMx(t)—1)

Ake‘l

P50y (5) = Z p(s)



EXEMPLO 3: considere que os sinistros de uma carteira tenham
distribuicdo Poisson Composta com A = 150 (ntmero médio de
sinistros por ano) e que o montante dos sinistros individuais tenham
distribuicdo de Pareto com parametros ¢ =3 e f = 2000. Calcule a
esperanca e a variancia desta carteira.

E(Sco1) = AE(X) var(Seor) = )[E(XZ)
_ __ap” _ B
FO0) =L x>0 (a8 >0) EX) = 2

af?

@-Dla-2) *7°

var(X) =




E(Sco1) = AE(X) e var(See) = AE(XZ)

2
(al[j D’ var(X) = p a> 2

(@ —1D*(a—-2)

E(X) =

Assim

P _ 150 2000 _ 150000
(a—1) 2

o ) 3><20002 2000’
var{Seo) =4 a—1)2(a—z> [(a—l)] +< 2 )

3 x 2000% 2000?

var(Ssop) = 150( Tt ) = 600 000 000

E(Scol) =A




Exemplo 4: Suponha novamente a carteira de seguros (anual) do
exemplo 1, composta por 3 apodlices de seguros independentes e
identicamente distribuidas, tal que:

X; R$0,00 R$1000,00 R$2000,00 R$3000,00
P(X;) 0,6 0,02 0,06 0,32

Considerando essa carteira tem todas as apoélices renovadas ano a
ano, qual a probabilidade de que em 10 anos ocorram 5 sinistros?



X; P(X; = x;) i P(l; = 1i;)

R$0,00 0,6 0 0,6
R$1000,00 0,02 1 0,4
R$2000,00 0,06
R$3000,00 0,32

Utilizando o modelo binomial teriamos n = 3 e g = 0,4, logo

E(N)=nxq=3%x04=1,2

Em 10 anos temos:
A=12%X10=12

Assim:
5 —12

P(N=05) = ~ 0,0127




Modelos de risco Coletivo- Distribuigdo para N

Para fendmenos com a mesma esperanca matematica de frequéncia,
o ajuste de um modelo binomial apresentaria menor variancia que a
do modelo de Poisson que apresentaria menor variancia do que o
ajuste com o modelo binomial negativo.

05 < 0f < 0fp

As distribuicoes Binomial, Poisson e Binomial negativa podem ser
satisfatoriamente aproximadas pela distribuicao normal...

N ~ N(nq, ng(l — q))
N ~NQ,A)

v~ N(r(l —q) ra . q))
q q




EXEMPLO 3: Assuma que a probabilidade de que o sistema de freios
instalado em uma determinada marca de carro passe no teste de
seguranca seja de 0,9 e que cada carro tenha seu desempenho
independente. Sendo assim ao testar 10 carros, calcule o que se pede.

a) Qual a probabilidade de que sejam detectados dois carros com
falha nos freios?

b) Qual a probabilidade de que a segunda falha ocorra no décimo
carro testado?

c) Qual a probabilidade que sejam detectados 4 carros com falhas
nos freios em dois lotes de 10 automoveis?



EXEMPLO 3: Assuma que a probabilidade de que o sistema de freios
instalado em uma determinada marca de carro passe no teste de
seguranca seja de 0,9 e que cada carro tenha seu desempenho
independente. Sendo assim ao testar 10 carros, calcule o que se pede.

Solugéo
a) Qual a probabilidade de que sejam detectados dois carros com
falha nos freios?

10

1D(1v=2)=(2

)0,12(0,9)8 ~ 0,1937102



EXEMPLO 3: Assuma que a probabilidade de que o sistema de freios
instalado em uma determinada marca de carro, passe no teste de
seguranca seja de 0,9 e que cada carro tenha seu desempenho
independente. Sendo assim ao testar 10 carros, calcule o que se pede.

Solugéo
a) Hual a probabilidade de que sejam detectados dois carros com falha nos freios? ~ 19, 37%
b)  [ual a probabilidade de que a sequnda falha de freios ocorra no décimo carro testado?

Assim r = 2 sucessos ( sucesso pois o escopo do estudo é o
ntumero de falhas encontradas.) e k = 8 fracassos. Logo :

8+2—1

P(N=8)=( n

)0,12(0,9 )8 ~ 0,03874



EXEMPLO 5: Assuma que a probabilidade de que o sistema de freios instalado em
uma determinada marca de carro, passe no teste de seguranca seja de 0,9 e
que cada carro tenha seu desempenho independente. Sendo assim ao testar 10
carros, calcule o que se pede.

Solugéo

a)  [ual a probabilidade de que sejam detectados dois carros com falha nos freios? =~ 19, 37%

b)  [ual a probabilidade de que a sequnda falha ocorra no décimo carro testado? = 3, 87%

c)  [ual a probabilidade que sejam detectados 4 carros com falhas nos freios em 2 lotes de |0 automaveis?

Utilizando o modelo binomial teriamos n = 10 e g = 0,1, logo

E(N)=nxqg=10x0,1=1

Em 10 anos temos:
A=1%Xx2=2

Assim:
242

4!

P(N=4) = ~ 0,090223



EXEMPLO 3: Assuma que a probabilidade de que o sistema de freios
instalado em uma determinada marca de carro, passe no teste de
seguranca seja de 0,9 e que cada carro tenha seu desempenho
independente. Sendo assim ao testar 10 carros, calcule o que se pede.

Solugéo
a) Qual a probabilidade de que sejam detectados dois carros com falha nos
freios?
~ 19,37%
a) Qual a probabilidade de que a segunda falha ocorra no décimo carro
testado?
~ 3,87%

a) Qual a probabilidade que sejam detectados 4 carros com falhas nos freios
em 2 lotes de 10 automoéveis?

~ 9 02%
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